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Plan prezentacji

Motywacja podjęcia badań

Modelowanie fizyczne i matematyczne układu wahadła 

poziomego

Model tarcia anizotropowego

Model układu mechanicznego

Analiza dynamiki układu z tarciem izotropowym

Analiza dynamiki układu z tarciem anizotropowym
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Motywacja

Izotropia – położenie równowagi

Anizotropia – ruch oscylacyjny
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Motywacja

Anizotropia – ruch oscylacyjny
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Statyczne położenie równowagi Trajektoria okresowa

Izotropia – położenie równowagi



Model tarcia anizotropowego
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Składowe wektora siły tarcia Ԧ𝐹:

Eliptyczny hodograf:

Eliptyczna reguła poślizgu:

C – hodograf siły tarcia

D – potencjał poślizgu

𝛼 – kierunek siły tarcia

𝛽 – kierunek poślizgu

Ԧ𝑣𝑠 – prędkość poślizgu

Ԧ𝐹 – siła tarcia

𝑐1

𝑐2

𝑑2

𝑑1



Model fizyczny i matematyczny układu

6

Równanie dynamiki w nieruchomym układzie 𝑋0𝑂𝑌0:

Siła tarcia w układzie 𝑋1𝑂𝑌1 związanym ze stołem:

Kierunek poślizgu



Model matematyczny bezwymiarowy
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1

෠𝑅

1

1Ƹ𝑐2

෡Ω = ෝ𝜔 Ƹ𝑡

Skalowanie czasu:

Skalowanie odległości:

Skalowanie siły:

Bezwymiarowe równanie układu definiują cztery 

parametry:

• prędkość kątowa stołu - ෝ𝜔,

• długość - ෠𝑅,
• proporcja potencjału poślizgu - 𝛿𝐷,

• siła tarcia w kierunku 𝑌1 - Ƹ𝑐2.



Układ z tarciem izotropowym
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Model tarcia izotropowego:

Równanie dynamiki dla tarcia izotropowego:

Stabilne położenie równowagi:

Krytyczna prędkość obrotowa stołu, powyżej której 

w ruchu przejściowym pojawiają się oscylacje:

Rozmaitość niestabilna

(ang. unstable manifold)



Układ z tarciem izotropowym
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Stanowisko laboratoryjne: (1) szyna prowadząca; (2) wózek 

liniowy; (3) wspornik; (4) hamulec ręczny; (5) enkoder; (6) 

sprzęgło; (7) blok łożyskowy; (8) uchwyt łożyska liniowego; (9) 

łożysko liniowe; (10) prowadnica w kształcie litery L; (11) 

obciążnik; (12) uchwyt próbki; (13) próbka; (14) obrotowy stół.



Układ z tarciem izotropowym
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Wyniki doświadczalne dla układu z parą 

cierną papier-papier.



Układ z tarciem anizotropowym
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Wyniki doświadczalne dla układu z parą cierną 

filc-tektura falista



Układ z tarciem anizotropowym
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Model tarcia anizotropowego:

Równanie dynamiki dla tarcia anizotropowego:

gdzie:

= −
1
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൧

ොc2൫ෝ𝜔 ൫

൯

1 + 𝛿𝐷
2 − ෠𝑅 1 + 𝛿𝐷

2 cos 𝛾 + 𝛿𝐷
2 − 1 cos 2ෝ𝜔 Ƹ𝑡 + 2𝛾 + ෠𝑅 cos 2ෝ𝜔 Ƹ𝑡 + 𝛾

− ෠𝑅𝛿𝐷
2 cos 2ෝ𝜔 Ƹ𝑡 + 𝛾 + 1 + 𝛿2 + 𝛿2 − 1 cos 2ෝ𝜔 Ƹ𝑡 + 2𝛾 ሶ𝛾

Δ = Ƹ𝑐2
2𝛿𝐷

4 ෝ𝜔 − ෠𝑅 cos ෝ𝜔 Ƹ𝑡 + cos ෝ𝜔 Ƹ𝑡 + 𝛾 + cos 2ෝ𝜔 Ƹ𝑡 + 𝛾 ሶ𝛾
2
+

ෝ𝜔 − ෠𝑅 sin ෝ𝜔 Ƹ𝑡 + sin ෝ𝜔 Ƹ𝑡 + 𝛾 + sin ෝ𝜔 Ƹ𝑡 + 𝛾 ሶ𝛾
2

ሷ𝛾



Układ z tarciem anizotropowym
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𝛾𝑠
∗ − „wędrujące” położenie równowagi

𝛾

ሶ𝛾

Ω



Rozmaitość niestabilna - anizotropia
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𝛾
𝛾

ሶ𝛾

ሶ𝛾

Ω

Ω

Orbita okresowa



Pole wektorowe dla rozmaitości 
niestabilnej obliczone numerycznie
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Układ z tarciem anizotropowym -
linearyzacja
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gdzie



Układ z tarciem anizotropowym -
linearyzacja

17

Zakres niskich prędkości

Chwilowa prędkość krytyczna



Redukcja układu zlinearyzowanego
(ang. reduced order parametric model)
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෤𝛾

ሶ෤𝛾

Wolniejszy kierunek własny:

Dynamika zredukowana do wolniejszego 

kierunku własnego:

ሶ෤𝛾 = 𝑚 Ω ෤𝛾 − ෤𝛾𝑠
∗(Ω)

𝑚𝑎 ሶ𝑣 = −𝑐 𝑡 𝑣 − 𝑣𝑠(𝑡)

𝑚𝑎



Redukcja układu zlinearyzowanego
(ang. reduced order parametric model)
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ሶ෤𝛾 = 𝑚 Ω ෤𝛾 − ෤𝛾𝑠
∗(Ω)

𝑚𝑎 ሶ𝑣 = −𝑐 𝑡 𝑣 − 𝑣𝑠(𝑡)

𝑚𝑎



Redukcja układu zlinearyzowanego
(ang. reduced order parametric model)
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Orbita okresowa i ruch przejściowy -
eksperyment
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