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Plan prezentacji

@ Motywacja i problem fizyczny
© Modelowanie nieliniowe i dynamika modelu zredukowanego
© Walidacja eksperymentalna z wykorzystaniem szybkiej wizji

@ Interpretacja diagnostyczna konkurujacych mechanizméw sztywnosci
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Motywacja 1 model fizyczny

o Smukte belki wspornikowe wykazuja wyraZzna nieliniowo$¢ geometryczna.

o Klasyczna geometrycznie nieliniowa teoria Eulera—Bernoulliego przewiduje
zachowanie typu utwardzajacego (z j. ang. hardening).

@ W eksperymentach czgsto obserwuje si¢ zmigkczanie lub mieszane odpowiedzi
nieliniowe.

@ Model belki Eulera—Bernoulliego — przypadek planarny, zginanie tylko w
pltaszczyznie ruchu osi belki.

e Umiarkowane ugiecia poprzeczne — pomija si¢ bezwladnoS¢ obrotowa, ugigcia
boczne i odksztalcenia postaciowe.

e Wyidealizowane warunki zamocowania.

Wyjasnienie konkurujacych mechanizméw sztywnosci z wykorzystaniem analitycznie
uchwytnego jednowymiarowego modelu zredukowanego o pojedynczym stopniu
modalnym, zweryfikowanego eksperymentalnie.
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Nowosci w niniejszej pracy

@ Dokladny jednomodalny model zredukowany wyprowadzony bezposrednio
z nieliniowej kinematyki belki.

@ Idealny model analityczny wykorzystany jako diagnostyczny model odniesienia
poprzez analize rozbieznosci struktury modelu.

© Pomiary wizyjne wsparte sztuczng siecig neuronowa, ujawniajace jakosciowe
przejScie typu utwardzanie—zmigkczanie.
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Nieliniowe réwnanie ruchu smuktej belki wspornikowe;j

Réwnanie PDE:

L n
Wx/ Ot (/ w? d§) dn
X 0
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+ El Oy

@ warunki brzegowe odpowiadaja belce wspornikowej:
zamocowanie w x = 0, koniec swobodny w x = L;

@ w(x,t) — poprzeczne przemieszczenie osi belki;

@ m - masa na jednostke dtugosci, E/ — sztywnos¢ zginania;
(i) mwy — czlon bezwladnosciowy roztozonej masy;
(i1) Elwxxxx — liniowy czlon sztywnosci zginania;

(iii) trzeci czton — dynamicznie indukowana sita osiowa
zwigzana z nieliniowos$cia geometryczna;

(iv) czwarty czton — nieliniowa sztywno$¢ geometryczna
wynikajaca ze sprz¢zenia krzywizny z odksztatceniem clamped end
osiowym. Nz
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Jednomodalna aproksymacja Galerkina Interpretacja fizyczna czloné6w modelu:

@ 04v — liniowa sztywno$¢ zginania,

w(x.t) = v(t) ¢1(x), ¢1(0) = ¢3(0) =0.

@ o,v3 — nieliniowa sztywnosé
Rzutowanie na pierwszy mod zginania geometryczna,
L @ a3v?, o4v2V — nieliniowa
/0 PDE(w) ¢1(x)dx = 0. bezwtadnos¢.

Otrzymany model zredukowany (ROM) Kluczowa obserwacja:

@ struktura réwnania PDE zostaje

. 3 .o 2.
VooVt + o3Vt +og vtV =0, zachowana w modelu zredukowanym,

v(t) jest wspétrzedng modalng proporcjonalng do @ nie wprowadza si¢ dodatkowych cztonéw
przemieszczenia konca belki w (L, t). nieliniowych,
Wspétczynniki o wyznaczane sa z catek przestrzennych

funkcji ksztattu ¢4 (x) (patrz Appl. Sci. 2026, 16(1),
479; https://doi.org/10.3390/app16010479, Appendix A).

@ réwno$¢ o3 = o4 wynika naturalnie z
wyprowadzenia.
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Wspétczynniki jednomodalnego modelu zredukowanego

V+oyv+ o-2v3 + 0-3V\'/2 + o-4v2|7 =0

a

=12.36, oo = =4.60

N

=40.44, 03 =04 =

B
|

o9 =

Pochodzenie wspétczynnikéw

State M, K, a i 8 wyznacza si¢ z zaleznosci calkowych wynikajacych z jednomodalnej projekcji
Galerkina réwnania PDE.

Przy normalizacji ¢ (L) = 1 wspéirzedna modalna spetnia w(L, t) = v(t), a podane wspétczynniki
odpowiadaja pierwszemu modowi zginania belki wspornikowej.

10 marca 2026 7122



Schemat koncepcyjny badan

Fizyczna belka wspornikowa
i stanowisko pomiarowe oparte na wizji

|
i
|

Réwnanie PDE belki Eulera-Bernoulliego
z nieliniowo$ciami geometrycznymi i bezwladnosciowymi

!

Jednomodalna redukcja Galerkina
= nieliniowe réwnanie modalne ODE

!

EDAM Poréwnanie analityczne / nu- SSEM
rozwigzanie analityczne meryczne / eksperymentalne rozwigzanie analityczne
i (czestotliwo$¢, przebieg cza-
Numeryczne polkzyialbackbone) OdpowiedZ eksperymentalna,
catkowanie (RK4) ruch korica belki
historia czasowa, FFT, RMS i dominujaca czgstotliwosé

Idealna krzywa backbone typu utwardzajacego (model) wobec efektywnego trendu zmigkczajacego (eksperyment)
= diagnostyczna identyfikacja efektow nieidealnych (poczatkowa krzywizna, podatno$¢ zamocowania, mikro-poslizg)

Rys. 2 Od nieliniowego modelowania réwnaniem PDE do dynamiki modelu zredukowanego
i walidacji eksperymentalne;j.




Uzasadnienie redukcji jednomodalne;j

@ Dominacje pierwszego modu zginania potwierdza
med;e(2.2.3.01s (MAC(t)) = 0.96, gdzie wspdiczynnik MAC obliczany jest wedlug

|chp(t)T¢1 |2
(Wexp(t)TWexp(t))(¢;r¢1 ) '

@ Wyrazna separacja spektralna pomig¢dzy pierwszym i wyzszymi modami zginania.

klasycznego kryterium zgodno$ci modalnej MAC(t) =

@ Brak wewnetrznych weztéw w zmierzonych polach deformacji.
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Rys. 3 Przebieg czasowy wspoélczynnika MAC pomiedzy eksperymentalnym profilem ugigcia
a analitycznym ksztattem pierwszego modu w przedziale ¢ € [0, 3] s.

Dynamika eksperymentalna jest zdominowana przez pierwszy mod zginania, co uzasadnia
zastosowanie jednomodalnego modelu zredukowanego.

= = = — aNue
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Bezwymiarowa posta¢ modelu i kalibracja eksperymentalna

El _w(L
& v(r) = L

T = Wref L, Wref =

@ Naturalna skala czesto$ci wynikajaca z réwnowagi wymiarowej mi¢dzy sztywnoscia
zginania, bezwladnoscig i dlugoscia.

@ Model zredukowany rozwigzywany w bezwymiarowym czasie 7.

@ Odpowiedz fizyczna odzyskiwana poprzez transformacje t = 7/wref.

Kalibracja eksperymentalna

Sztywnos¢ zginania E/ wyznaczono na podstawie eksperymentalnie zmierzonej czestotliwosci
podstawowej f1, co umozliwia estymacje moduiu Younga E.

Predykcje analityczne i wyniki eksperymentalne poréwnywane sa bezposrednio w dziedzinie
czestotliwosci.
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Stanowisko eksperymentalne

Rys. 4 Pomiar swobodnych drgan z wykorzystaniem szybkiego systemu wizyjnego.
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Obserwacje eksperymentalne 1 walidacja
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Rys. 5 Zrekonstruowana czasowo-przestrzenna ewolucja przemieszczenia poprzecznego wzdiuz
krawedzi belki, uzyskana z pomiaréw wizyjnych w przedziale czasu t = 0-3 s.
@ Pelna odpowiedZ czasowo-przestrzenna: faza przejsciowa — dynamika quasi-ustalona.

@ Dominacja pierwszego modu zginania widoczna w polu deformacji (brak weztéw
wewnetrznych).

@ Identyfikacja czgstotliwosci wykonana oddzielnie w przedziale t € [2.2, 3.0] s (FFT).
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Rys. 6 Zrekonstruowana czasowo-przestrzenna ewolucja przemieszczenia poprzecznego wzdiuz
krawedzi belki, uzyskana z pomiaréw wizyjnych w przedziale czasu t = 3-6 s.

@ Sledzenie krawedzi przy uzyciu autorskiego algorytmu wizyjnego opartego na YOLO.
@ Wysoka dokltadno$¢ pomiaru nawet dla matych amplitud drgan ponizej 1 mm.

@ Wykres ilustruje precyzje detekcji krawedzi, a nie przedziat identyfikacji czgstotliwosci.
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Zidentyfikowane czestotliwosci w stanie quasi-ustalonym

Seria Wexp(’-’ 0) [mm] fexp [Hz] -]

I -15.27 24.0550 4.6x1073
11 —12.46 24.3802 41 %1073
111 -16.19 24.3327 6.6 x 1073
v -8.31 24.2695 8.6 x 1073

Na podstawie czestotliwosci podstawowej wyznaczono efektywna sztywnos¢ zginania E/, a
nastepnie oszacowano modul Younga E.

Pole przemieszczen wzdluz krawedzi belki zrekonstruowano z pomiaréw szybkiego systemu
wizyjnego, natomiast dominujace czestotliwosci identyfikowano na podstawie sygnatu
przemieszczenia korica belki wexp (L, t). Identyfikacje czestotliwo$ci przeprowadzono wyltacznie
w quasi-ustalonym przedziale odpowiedzi t € [2.2,3.0] s z uzyciem jednolitej procedury
przetwarzania: resamplingu do jednorodnej siatki czasowej, okna Hanna, wyboru maksimum
widma FFT w zadanym pa$mie oraz lokalnego doprecyzowania czestotliwosci metoda
najmniejszych kwadratéw.

Wspétczynniki ttumienia wyznaczono w tym samym przedziale czasu metoda dekrementu
logarytmicznego i aproksymacji obwiedni sygnatu.
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Nieliniowe przesunigcie czestotliwosci w modelu

analitycznym

@ Model zredukowany przewiduje zalezno$¢ czgstotliwosci drgan od amplitudy.

e Dominujgca czestotliwo$é wyznaczana jest z odpowiedzi ustalonej v(7) metoda
okresu przejs$¢ przez zero (zero-crossing).

@ Wraz ze wzrostem amplitudy drgaii obserwuje si¢ monotoniczny wzrost
czestotliwosci.

Interpretacja fizyczna

Rozcigganie osi obojetnej podczas duzych ugie¢ wprowadza dodatkowa sztywnosé
osiowa, ktéra zwieksza efektywna sztywnos§¢ dynamiczng belki.

Otrzymujemy klasyczna nieliniowo$¢ typu utwardzajacego (hardening),
charakterystyczng dla geometrycznie nieliniowej belki wspornikowe;.
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Krzywa backbone modelu zredukowanego (ROM)
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Krzywa backbone (charakterystyka amplitudowo—czestotliwosciowa) i jej zmienne:

w(L) Keft (Vmax)
Vmax = ——» fr = fr(Vmax), w(v ~ 1 f—
max L 7 = fr (Vmax) (Vmax) Meft (Vo)

W uktadzie nieliniowym efektywna sztywno$¢ zalezy od amplitudy, dlatego czgsto$¢ drgan
réwniez staje si¢ funkcja amplitudy.

Jesli w modelu idealnym czgstotliwos$¢ rosnie wraz z amplituda to powstaje nieliniowos¢ typu
utwardzajgcego.
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Mechanizm nieliniowego przesuniecia czgstotliwosci

Interpretacja modelu zredukowanego

ke (V) oy + opV2
w(v) ~ = R
Megr (V) 14+ 0oy4v

— amplitudo-zalezna sztywnos¢

@ ke (V) = oy + 0pV?
@ myz(v) = 1+ o4v2 — amplitudo-zalezna bezwladno$é

Granica matych amplitud

W ~ Aoy
Zmiana charakteru drgan przy wiekszych amplitudach
@ Wzrost efektywnej sztywno$ci — hardening.

@ Spadek efektywnej sztywnosci — softening.

To wlasnie czgstotliwo$¢ zalezna od amplitudy generuje krzywa backbone.
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Konkurujace mechanizmy nieliniowej sztywnosci

utwardzanie model analityczny

eksperyment
zmigkczanie

» Vimax = W(L)/L

Interpretacja

Model idealny przewiduje nieliniowo$¢ typu utwardzajacego, natomiast eksperyment
ujawnia efektywne zmiekczanie wynikajace z nieidealnosci konstrukcji.
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Dlaczego nie wyznaczamy eksperymentalnej krzywe;j

backbone?

@ W badanym eksperymencie obserwujemy drgania swobodne z ttumieniem.

o Amplituda drgan maleje w czasie, dlatego ukfad nie osiaga stanu ustalonego
o zadanej amplitudzie.

@ Z tego powodu bezposrednie wyznaczenie krzywej backbone f(A) z pojedynczego
przebiegu nie jest mozliwe.

Zastosowana strategia

Poréwnujemy czestotliwosci zidentyfikowane w quasi-ustalonych fragmentach
odpowiedzi dla réznych amplitud poczatkowych.

Pomimo niewielkich odchylen, uzyskane punkty wskazuja wyraZny trend zmig¢kczajacy
(spadek czgstotliwosci wraz ze wzrostem amplitudy), odmienny od utwardzajacej
charakterystyki modelu idealnego.
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Dodatkowy wynik: identyfikacja E/ i estymacja E

. fy ~ 24.2Hz
Czgstotliwos¢ podstawowa z eksperymentu
wq = 27fy
= (44L)?
Relacja modalna w1 = (UD)% wrer
A4L ~1.875
w, il
f= 75
Skala czasu modelu * (44L)?
~ 43.3 rad/s
o El = mL*2;
Sztywnos¢ zginania 3 )
~3.16x 107" N -m
e bh®
Moment bezwladnosci T 12
~1.53x 10" m*
El
E=—
Modut Younga /
~ 206 GPa
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Whioski

@ Zachowawczy jednomodalny model zredukowany stanowi przejrzysty punkt
odniesienia dla dynamiki nieliniowej belki wspornikowej i przewiduje
utwardzajacg charakterystyke idealnej belki geometrycznie nieliniowe;.

© Poréwnanie z eksperymentami wizyjnymi ujawnia wyrazZne jakosciowe
odstepstwo od idealnej odpowiedzi utwardzajacej, przejawiajace si¢ efektywnym
zmigkczaniem.

© Niezgodnos¢ pomigdzy modelem analitycznym a eksperymentem pelni role
wskaZnika diagnostycznego obecnos$ci mechanizméw nieidealnych (poczatkowa
krzywizna, podatno$¢ zamocowania, mikro-po§lizg).

@ Wizyjne §ledzenie krawedzi szybkg kamera umozliwia bezkontaktowg
identyfikacje dominacji modalnej i zmian cze¢stotliwosci, wspierajac walidacje
modelu zredukowanego bez stosowania czujnikéw kontaktowych.

© Na podstawie eksperymentalnie zmierzonej cz¢stotliwosci podstawowej
wyznaczono efektywna sztywnos¢ zginania E/ oraz oszacowano modut Younga E.

@ Zaproponowane podejsScie stanowi podstawe do dalszych rozszerzen modelu,

w szczegblnosci o tlumienie, interakcje wielomodalne oraz kontakt cierny.
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Wiecej informacji w tym temacie mozna znaleZ¢ w publikacji:

Olejnik, P., Umer, M., Jabtoriski, J.
Exact Analytical Solutions for Free Single-Mode Nonlinear Cantilever Beam Dynamics:
Experimental Validation Using High-Speed Vision.
Applied Sciences 2026, 16, 479.
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