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IV. Mnozniki Lagrange’a w optymalnym ste-
rowaniu ukladem dynamicznym drugiego rzedu
przy niezerowych warunkach poczatkowych

Dany jest obiekt sterowania o transmitancji

G(s) =

a
s24+0b°

(1)

Podaj optymalny algorytm sprowadzania (sterowania) odpowiedzi uktadu
dynamicznego (1) - umieszczonego w petli zamknietej, do stanu z(oco) = 0,
po wymuszeniu tego uktadu wywotanym niezerowymi warunkami poczatko-
wymi To, Zo. Algorytm powinien minimalizowaé¢ (optymalizowac) wskaznik
jakosci procesu:

J= /OOO Fol@, w)dt = /:o (11 + ~u?) dt 2)

gdzie: a > 0, b # 0, v > 0, Z(t) = (z1,72)" reprezentuje wektor stanu, u(t)
jest poszukiwanym, jednowymiarowym wektorem sterowania.

Stan X (s) obiektu sterowania danego wzorem (1) w przestrzeni zmiennej
zespolonej s zapisujemy wzorem

U(s). (3)



Przejscie do dziedziny czasu ciggtego przebiega nastepujaco
X(s) (52 + b) =al(s)
L) $2X(s)+bX(s) = alU(s)
co prowadzi do rownania rézniczkowego zwyczajnego drugiego rzedu
Z(t) + bx(t) = au(t) . (4)
Wykonujac podstawienia x = z1, 1 = x2 zapisujemy

{7“ - (5)

Ty = —bxy + au,

przy zerowych warunkach poczatkowych x1(0) = 0, 25(0) = 0.
Przesledzmy transformacje Laplace’a rownania (4) przy niezerowych wa-
runkach poczatkowych, tzn. x1(0) = x19, 22(0) = 90, gdzie 19 # 0, 229 # 0:
L/ E(t) + bx(t) = au(t)
s*X(s) — s11(0) — 22(0) + bX(s) = alU(s)
; (82 + b) / X(s) (52 + b) = aU(s) + x108 + 220,

skad uzyskujemy sume transmitancji

a 108 + T20

X(s) = Gi(8)U(s) + Ga(5)d(s) = 57 U() + =5

i(s). (6)

Widaé zatem, ze transmitancja (3) zmiennej stanu X (s) ulegta modyfika-
¢ji po uwzglednieniu warunkéw poczatkowych. Symbolicznie wprowadzono
funkcje sygnatu impulsowego d(s) réwna 1 w pierwszej iteracji procedury
catkowania numerycznego, oznaczajacag koniecznos¢ wprowadzenia drugiego
wejscia do uktadu. Znaleziong postaé operatorowa (6) nalezy wykorzystaé¢ w
Xcosie przy budowaniu (danego w tresci zadania laboratoryjnego) modelu
symulacyjnego zamknietego uktadu sterowania.

Optymalny sygnal sterujacy u(t) obliczymy przy uzyciu mnoznikéow La-
grange’a. Poszukiwanie minimum funkcji podcatkowej (2) rozpoczynamy od
zapisania funkcji Lagrange’a

L:fo(jvu)—i_ﬁé” (7)

gdzie i = [u1, po] to wektor mnoznikéw Lagrange’a o wymiarze réwnym
liczbie réwnan odpowiadajacych ograniczeniom G, natozonym na funkcje
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podcatkowa fy dana réwnaniem (2). W tym przypadku, reprezentacja uktadu
dynamicznego w przestrzeni zmiennych stanu, wyrazona uktadem dwoéch
rownan rézniczkowych pierwszego rzedu definiuje pierwsze dwa rownania
Eulera-Lagrange’a, ktére sa tozsame z rownaniami ograniczen:

@:[fl—xz ] (5)

T9 + br; — au
Na tej podstawie mozna rozwinaé¢ réwnanie (7), jak nastepuje:
L:$%+flf§+’yu2+/£1($1—$2)+M2($2+b1’1—au> (9)

Zgodnie z teorig, pelny zestaw rownan Eulera-Lagrange’a przedstawia
sie nastepujaco:

Gi=0 = I1=umx9, (10a)
Go=0 = 1I9=—bx;+au, (10b)
ngl =1 = fi =231+ bus, (10c)
Gaa]:—; =flz = flg =220 — i, (10d)
gﬁ =0 = 2yu—auy=0. (10e)

Korzystajac z réwnania (10e), eliminujemy w réwnaniu (10b) zmienna
zalezng u, po czym zapisujemy uktad czterech réwnan rézniczkowych w po-
staci macierzowej:

z= Az,
i 01 0 0]
:@] I SO =3 I (11)
1 2 0 0 b |ml|’
fi2 0 2 —1 0] [

Na podstawie réwnania charakterystycznego wy = A — A\l = 0 macierzy
A wyznacza si¢ jej wartodci wlasne A 934 dane wzorami:

1
A1g = :I:\/ (a\/a2 —4dy(b+1)+a®— 21)7)
2 (12)

1
N34 = j:\/—2 (a\/a2 —4y(b+1) —a?+ 2b'y).

g
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Wybierajac szczegdlny obiekt sterowania o transmitancji G(s) (zbior za-
dan [1]), ktorej parametry to np. a = b = 1 i parametr v = 1/9, oznaczajacy
wskaznik jakosci procesu (funkcji celu), otrzymuje sie nastepujace wartosci
wlasne:

Ao = +/2

A3a = £V5. (13)

Nastepnie wybieramy tylko te wartosci wtasne, ktore zapewniaja stabilnosé
uktadu sterowania, tj. Ay i A\4. Zgodnie z teorig uktadéw liniowych, rozwia-
zanie xq(t) (wyjscie obiektu sterowania wlaczonego w uklad sterowania z
ujemnym sprzezeniem zwrotnym) uzyskuje postaé:

21(t) = are V% + ane V3 (14)

Stad na podstawie réwnan (14), (10)a i (10)e zapisujemy:

2o(t) = i1 (t) = —V2a167V? — VBaye VP (15a)
2 2 2 4
pa(t) = Gu(t) = 5 (a(t) + 01(0) = Jene V2t J0e VBt (15b)

Wykorzystujac réwnania (14) i (15a) obliczamy niewiadome

vz _ V() + aa(t) e VBt V2a1(t) + 22(t)
vz VN

ktore podstawiamy do réwnania (15b), otrzymujac poszukiwany mnoznik
Lagrange’a po(t). W konsekwencji, przebieg czasowy sygnatu sterujacego

u(t) = g,ug(t) 9,002y (t) — 1.833(8). (17)

(16)

are

Zadanie laboratoryjne

W symulacji numerycznej opisywanego wyzej uktadu sterowania optymal-
nego przyjmij:

¢ krok czasowy symulacji numerycznej h = 0.001 sek.

¢ dane w przyktadzie obliczeniowym, takie jak parametry obiektu regu-
lacji i parametr wskaznika jakosci procesu sterowania

o warunki poczatkowe x19 = x99 = 1
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¢ koncowy czas symulacji ¢ = 7 sek.

o obiekt o transmitancji G(s) danej wzorem (6) umieszczony w zamknie-

tej petli sterowania (podpowiedZ: wykorzystaj sterowanie wu(t) uzy-
skane w przyktadzie obliczeniowym)

¢ oznacz na schemacie wyjscie obiektu regulacji przez x,, a pochodna

tego sygnatu, jako xs.

W opracowaniu z przebiegu zaje¢ laboratoryjnych opisz:

0

przedstawiony problem optymalizacyjny;
metody wykorzystane do rozwigzania tego problemu;

stosujac funkcje ,dscr()” oblicz w Scilabie dyskretne transmitancje
Gi(z) = Z[G,(s)] (i = 1,2), przyjmujac krok dyskretyzacji h = 0.001;

narysuj schemat blokowy diagramu symulacyjnego, ktory rozwigzuje
dynamike analizowanego uktadu przy pomocy obliczonych sktadowych
Gi(z) sygnatu X (s);

oblicz w programie Maxima do obliczen symbolicznych wartosci wtasne
dane réwnaniem (12);

narysuj trajektori¢ odpowiedzi czasowej uktadu sterowania, poddanego
optymalizacji w omawianym przyktadzie obliczeniowym.

Podaj przynajmniej 3 zdania wnioskéw z przeprowadzonego ekspery-
mentu numerycznego, dotyczace nabytych umiejetnosci i przyswojonej wie-

dzy.

Odpowiedz na nastepujace pytania: 1) Do jakiej wartosci ustalonej xy,
zbiega charakterystyka x;(t) jesli ¢ — oo? 2) Jakiej chwili czasowej odpo-
wiada przej$cie odpowiedzi z1(t) w stan ustalony przy zatozeniu, ze przedziat
¢ jej zbieznosci to w1, + 0.001x147
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