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1. Obszar zastosowan

Filtracje dynamiczna opracowal Rudolph E. Kalman w roku 1960. W pracy
[Kalman, 1960] autor opisal metode filtracji dynamicznej, stanowiacej
najczesciej stosowana metode estymacji statycznie optymalnej. Metoda
pozwala wyznaczy¢ nieznane zmienne stanu na podstawie dostepnych
pomiaréw i modelu matematycznego.
Zastosowanie algorytmu filtracji dynamicznej Kalmana (tzw. filtru
Kalmana) jest szerokie [Welch and Bishop, 2001]. Spotykane jest m.in. w:
¢ inzynierii ukladéw pomiarowych (ukladéw percepcji otoczenia)
bedacych podsystemami samolotéw, robotow, obiektow
namierzajacych
¢ technikach komputerowych do przetwarzania obrazéw,
¢ ekonomii do przewidywania zmian wskaznikéw gospodarczych.

Czesto, z uwagi na zaklécenie lub stochastyczny charakter probek
pomiarowych stosowanie tego algorytmu umozliwia ocene aktualnego stanu
obiektu dynamicznego.
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2. Wtasnoéci filtru Kalmana

a. Nazywany jest filtrem, poniewaz jest optymalnym estymatorem stanu.
Wiele pomiaréw pochodzacych z otoczenia jest obarczone szumem
(rozrzutem woko6! wartosdcei prawdziwej z pewnym
prawdopodobieristwem). Sa one wykorzystywane do obliczenia
spodziewanego — optymalnego stanu ukladu dynamicznego w danej
chwili czasowej.

b. Jest optymalnym estymatorem, poniewaz przy okreslonych zatozeniach
spelnia kryterium minimalizacji bledu $redniokwadratowego
estymowanych parametréw.

c. Wykorzystuje wszystkie dostepne wartosci pomiarowe bez wzgledu na
ich dokladnos$é. Na tej podstawie wykonuje najlepsza estymacje stanu
dynamicznego.
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2. Wtasnoéci filtru Kalmana

d. Jest algorytmem rekursywnym, nie wykonuje operacji na wszystkich
pomiarach w kazdym kroku optymalizacji. Wykorzystujac wartosci
obliczone w poprzednim kroku przetwarza je w sposéb sukcesywny.

e. Za pomoca znanych (mierzalnych) sygnaléw wejsciowych i
wyjsciowych ukladu liniowego oblicza optymalne wartosci niemierzalne
(w teorii sterowania nieobserwowalne zmienne stanu).
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3. Model matematyczny procesu

Problem obserwatora stanu nalezy zagadnien czesto podejmowanych w
teorii ukladéw liniowych. Uklad traktuje sie jak czarna skrzynke (nieznany
jest dokladny opis matematyczny), gdzie znane (mierzone) sa tylko sygnaly
wyjéciowe na podstawie ktérych estymuje sie stan kontrolowanego obiektu.
Jesli obiekt jest obserwowalny, to stosowanie filtru Kalmana jest
uzasadnione, poniewaz istnieje wzajemna korelacja pomiedzy stanem
wewnetrznym obiektu regulacji i jego sygnalem mierzonym na wyjsciu.
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3. Model matematyczny procesu

Opis ukladu dynamicznego (procesu) dany jest nastepujacym modelem
matematycznym

2 = Axp_1 + Buy + wi—1, (3.1)
2z = Hxp + vy, .

Réwnanie réznicowe stanu (3.1) opisuje model procesu, bedacy suma czesci
deterministycznej Axy_1 + Buy i losowej wy_1. Stan aktualny xz, w k-tym
kroku jest zwiazany z poprzednia iteracja zmiennej x, aktualng wartoscia
sterujaca u i zaburzeniem losowym w poprzedniego stanu procesu w kroku
k — 1. Macierz A stanu wewnetrznego = € R” modelowanego procesu ma
wymiar n X n i moze zaleze¢ od czasu. B jest macierzg n x [ wejs¢
sterujacych u € R!, w jest szumem procesu. W réwnaniu réznicowym
pomiaru (3.2), H jest macierza wyjscia (m x n), v jest zakl6ceniem
sygnatu z zmierzonego na wyjsciu tego procesu. Macierz H moze zalezeé
od czasu (w kazdym kroku czasowyrgiub w kazdym pomiarze).



4. Szumy procesu i pomiaru

Szumy procesu i pomiaru sg okre$lone funkcjg prawdopodobienstwa o
rozkladzie normalnym, widocznym na rysunku 8.

fx ()
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Rysunek: Funkcja gestosci prawdopodobienstwa wg rozkladu Gaussa
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1 Szumy procesu i pomiaru — prawdopodobienstwo wartosci
cechy

p(w) ~ N(0,Q), (4.1)
p(v) ~ N(0,R). 4.2

Zapis dany réwnaniami (4.1)-(4.2) oznacza, ze prawdopodobieristwo
wystapienia zmiennej w jest dane rozktadem normalnym, 0 jest wartoscia
érednig rozktadu (1 = 0), Q i R oznaczaja macierze wariancji o2,
odpowiednio szumoéw procesu i pomiaru. Wariancja z definicji, jest to
$rednia arytmetyczna kwadratéw roznic poszczegdlnych wartosci cechy od

wartosci oczekiwanej.
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2 Szumy procesu i pomiaru — prawdopodobienstwo wartosci

stanu

Prawdopodobienistwo warunkowe tego, ze proces znajduje sie aktualnie
w stanie xy, jezeli wezedniej znajdowal sie w stanie xj_1 jest dane
rozkladem normalnym, jak nastepuje

p(rr|zp—1) ~ N(Azxg_1 + Bug, Q) . (4.3)

Prawdopodobienistwo warunkowe tego, ze pomiar (sygnal wyjsciowy
zmierzony w k-tym kroku) przyjmuje warto$é zy, jezeli aktualnie
proces jest w stanie x; wyraza sie¢ rozktadem normalnym, jak
nastepuje

p(zk|7r) ~ N(Hzy, R) . (4.4)
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3 Szumy procesu i pomiaru — btedy szacowania stanu

Nastepnie definiuje sie btedy szacowania stanu procesu. W praktyce,
rzeczywiste wartosci stanu x; nie sa znane.

o Przyjmuje sie a priori, ze blad szacowania (tzw. blad a priori e,)
wynosi

ey =k — &, (4.5)
gdzie ¥, € R" jest estymacja a priori stanu w kroku k, dajaca

informacje o procesie przed pojawieniem sie stanu w tym kroku.

¢ Przyjmuje sie a posteriori, ze blad szacowania (tzw. blad a posteriori
e)) wynosi

ey = o) — T, (4.6)

gdzie 7, € R" jest estymacjg a posteriori stanu w kroku k, uzyskanego
juz na podstawie pomiaru zy.
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4 Szumy procesu i pomiaru — btedy szacowania estymacji
Oczekiwang warto$¢ wariancji bledu estymacji a priori okresla wzor
P. = Ele, e,:,T] , (4.7)
a oczekiwana warto$¢ wariancji bledu estymacji a posteriori wzor
P, = Elegel]. (4.8)

Warto$¢ oczekiwana dyskretnej zmiennej losowej X: E(X) = Y"1 | p;x;,
gdzie x; to kolejne préby (zdarzenia) zmiennej losowej X a p; to
odpowiadajacy im dyskretny zbiér wartosci prawdopodobienstwa kazdego

zdarzenia.
Wartosé oczekiwana ciaglej zmiennej losowej X wyraza wzor:
400
EX) = / zfx(x)dx, (4.9)
J —oco

gdzie fx(x) jest funkcja rozkladu gestosci prawdopodobienistwa (np.
rozkladem normalnym).
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4 Szumy procesu i pomiaru — btedy szacowania estymacji

Przy wyprowadzaniu réwnan filtru Kalmana wychodzi sie od znalezienia
roéwnania obliczajacego estymacje a posteriori stanu Z. Jest to liniowa
kombinacja pewnej estymacji a priori , i wazonej réznicy pomiedzy
aktualnym pomiarem z; a oczekiwanym pomiarem H %, zgodnie z
réwnaniem

Réznica (2, — Hz; ) w réwnaniu (4.10) jest nazywana innowacja pomiaru
lub reszta. Reszta oznacza rozbieznos¢ pomiedzy oczekiwanym pomiarem
H7, a aktualnym pomiarem z.

Macierz K o wymiarze n x m jest dobranym wzmocnieniem, nazywanym
rowniez czynnikiem zmieszania. Minimalizuje wariancje btedu estymacji a
posteriori. Minimalizacje mozna przeprowadzi¢ w nastepujacy sposéb.
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5. Minimalizacja wariancji btedu estymacji a posteriori

Podstawia si¢ réwnanie (4.10) do réwnania (4.6), obliczajac ey, ktére z
kolei stosuje w réwnaniu (4.8) do obliczenia macierzy Py. Obliczajac
pochodng $ladu tej macierzy ze wzgledu na K, a nastepnie przyréwnujac ja
do zera oblicza poszukiwang warto$¢ wzmocnienia filtru Kalmana. Kilka
minimalizacji przeprowadzono w pracach [Maybeck, 1979, Jacobs, 1993].
Jedna z nich, minimalizujaca réwnanie (4.8) jest postaci

P HT

Kp=—h—
"~ HP HT +R
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5. Minimalizacja wariancji btedu estymacji
a posteriori

Jesli wariancja bledu pomiaru zbiega do zera, to reszta wzmocnienia X ma
coraz wigksze znaczenie. Oznacza to, ze aktualny pomiar z; jest
dokladniejszy (coraz bardziej prawdopodobny), a oczekiwany pomiar Hi )
jest szacowany mniej dokladnie:

lim K, =H '. 5.2
Alm K, (5.2)

Jedli wariancja bledu estymacji a priori P, zbiega do zera, to reszta
wzmocnienia K ma coraz mniejsze znaczenie. Oznacza to, ze aktualny
pomiar zj jest bardziej niedokladny (coraz mniej prawdopodobny), a
oczekiwany pomiar Hi, jest szacowany bardziej doktadnie:

lim K =0. (5.3)
P}:—>O
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6. Algorytm dyskretnego filtru Kalmana

Filtr Kalmana estymuje proces wykorzystujac pewna posta¢ uktadu
sterowania ze sprzezeniem zwrotnym: filtr estymuje stan procesu w pewnej
chwili czasowej uzyskujac informacje zwrotna w postaci pomiaréw
obarczonych szumem. W tej sytuacji, réwnania opisujace filtr Kalmana
tworza dwie grupy: rownania aktualizacji czasu i rownania aktualizacji
pomiaru. Réwnania aktualizacji czasu (tzw. réwnania predyktora) sa
odpowiedzialne za rzutowanie w przéd aktualnych estymacji stanu i bltedu
wariancji w celu uzyskania estymacji a priori na potrzeby obliczen
wykonywanych w kolejnym kroku. Réwnania aktualizacji pomiaru (tzw.
réwnania korektora) sa odpowiedzialne za sprzezenie zwrotne, tzn. za
wprowadzenie nowego pomiaru do estymacji a priori w celu uzyskania
poprawionej estymacji a posteriori.
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6. Algorytm dyskretnego filtru Kalmana

W efekcie powstaje algorytm predyktor-korektor do rozwiazywania
probleméw numerycznych pokazany na rysunku 6.1

W kazdej lmw\\

Predykcja Korekcja
(1) Oblicz estymacjg a priori wektora stanu: (1) Oblicz wzmocnienie Kalmana:
Ty = Af_1 + Buy K) = PyH"(HP,H" + R)~!
(2) Oblicz wariancj¢ bledu a priori: (2) Aktualizuj estymacjg a priori wektora stanu
P; _ APk_lAT + Q p: wykonAailu pomiaru Ef -
Zp =1, + Kip(Z — Hzy,)

(3) Aktualizuj wariancje bledu a posteriori:

P, = (I- K,;H)P,

Estymacje poczatkowe:

T—1, Pr—1.

Rysunek: 6.1. Algorytm filtru Kalmana.
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7. Pierwszy przyktad zastosowania

Sterowaniu podlega model podwéjnego wahadla odwréconego z tarciem
tocznym pokazany na rysunku 7.1 [Olejnik et al., 2013].

bé)
/>7 _2,328¢"s%- 4,237es +28,37

13 G(s)=
) 52+ 1,495¢%5%- 1,626€°s - 9,181e°

€

Rysunek: 7.1. Obiekt regulacji.
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7. Pierwszy przyktad

Wykonujac nizej dane wywotania funkcji Matlaba wysterowano polozenie
gornego wahadla do pozycji pionowej [Olejnik et al., 2013]. Efekt jest

widoczny na rysunku 7.2

y(t)10-3

zaklocenia
d(t)

sygnat
wyjsciowy

estymator Kalman
: Ko
So= (A=kop C) 6+ Bu+kop (93 + 11

szum
(1)

Rysunek: 7.2. Odpowiedz
uktadu obiektu regulacji
umieszczonego w uktadzie
sterowania z estymatorem
Kalmana.
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[4,B.C, D] = linmod ('simulink _monocyk' );

[num, den) = ss24f (4,B,C.D);

G = tf (num,den);

monocyk_ss =ss(G);

ko= lqry (monocyk_ss,10,1);

[4,B,C, D] = ssdata(monocyk_ss);
ss(A[B,B).C,[D.D]);

k _ Kalman = kalman (monocyk_separacja _ss,1,0.01);

monocyk_separacja _s:

F = lqgreg (k, %

monocyk_ feedback = feedback (monocyk_ss, F, 1);
£=0:001:10;

[, _kontrola,_t) = step (unicycle _ feedback,1);
plot(t” ¢, _kontrola);



7. Drugi przyktad na podstawie opracowania do
laboratorium

Dany jest obiekt sterowania o transmitancji Laplace’a:

G(s) = - : (7.1)

Napisz procedure numeryczna w Scilabie, realizujaca algorytm dyskretnego
filtru Kalmana, obliczajacego estymacje (¢) stanu z(¢) obiektu sterowania
danego transmitancja (7.1). Stan wewnetrzny Z(¢) jest poddany zakldceniu
w(t), natomiast pomiar §(¢) na jego wyjsciu, zakléceniu z(t). Wariancje
sygnatu w(t) i z(¢) sa dane i wynosza odpowiednio

Q = [Q1, Q2T =[le — 5, 2e — 5] oraz R = [Ry, Ro]T = [le — 2, 0]T.
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Whnioski

Filtr Kalmana jako optymalny estymator stanu umozliwia stero-
wanie obiektami regulacji. Pomiar zmiennych stanu w tych ukladach
charakteryzuje sie¢ zazwyczaj rozrzutem wokol wartosci prawdziwej z
pewnym prawdopodobienstwem. Z taka sytuacja mamy do czynienia
zawsze w uktadach rzeczywistych, dlatego schemat regulacji z jego wy-
korzystaniem nadaje sie wyjatkowo dobrze do sterowania rzeczywistymi
ukladami dynamicznymi.

21/24



Whnioski

Filtr Kalmana jako optymalny estymator stanu umozliwia stero-
wanie obiektami regulacji. Pomiar zmiennych stanu w tych ukladach
charakteryzuje si¢ zazwyczaj rozrzutem wokot wartoéci prawdziwej z
pewnym prawdopodobienstwem. Z taka sytuacja mamy do czynienia
zawsze w uktadach rzeczywistych, dlatego schemat regulacji z jego wy-
korzystaniem nadaje sie wyjatkowo dobrze do sterowania rzeczywistymi
uktadami dynamicznymi.

Innym czynnikiem wplywajacym na jego wykorzystanie jest to, ze nie
jest wymagana pelna informacja o jego stanie w przestrzeni. Z tego
wzgledu sprawdza sie w ukladach, ktorych nie wszystkie zmienne stanu
sa obserwowalne.
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Dziekuje za uwage!
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