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II. Filtracja dynamiczna Kalmana jako pod-
stawowa metoda estymacji statycznie optymal-
nej

Filtracje dynamiczna opracowal Rudolph E. Kalman w roku 1960. W pracy
[2] autor opisal metode filtracji dynamicznej, stanowiacej najczesciej stoso-
wang metode estymacji statycznie optymalnej. Metoda pozwala wyznaczy¢
nieznane zmienne stanu na podstawie dostepnych pomiaréw i modelu mate-
matycznego [5].

Zastosowanie algorytmu filtracji dynamicznej Kalmana (tzw. filtru Kal-
mana) jest szerokie. Spotykane jest w inzynierii uktadow pomiarowych (ukta-
dow percepcji otoczenia) bedacych podsystemami samolotéw, robotow, obiek-
tow namierzajacych. Ponadto, algorytm wykorzystuje sie w technikach kom-
puterowych do przetwarzania obrazow, czy tez w ekonomii do przewidywania
zmian wskaznikow gospodarczych. Czesto, z uwagi na zaktocenie lub stocha-
styczny charakter probek pomiarowych stosowanie tego algorytmu umozli-
wia ocene aktualnego stanu obiektu dynamicznego.

Filtr Kalmana ma nastepujace wtasnosci:

a. Nazywany jest filtrem, poniewaz jest optymalnym estymatorem stanu.
Wiele pomiaréw pochodzacych z otoczenia jest obarczone szumem
(rozrzutem wokét wartosci prawdziwej z pewnym prawdopodobien-
stwem). Sa one wykorzystywane do obliczenia spodziewanego — opty-
malnego stanu uktadu dynamicznego w danej chwili czasowej.



b. Jest optymalnym estymatorem, poniewaz przy okreslonych zatozeniach
spetia kryterium minimalizacji btedu $redniokwadratowego estymo-
wanych parametrow.

c. Wykorzystuje wszystkie dostepne wartosci pomiarowe bez wzgledu na
ich doktadnos¢. Na tej podstawie wykonuje najlepsza estymacje stanu
dynamicznego.

d. Jest algorytmem rekursywnym i nie zapamietuje wszystkich pomiaréw,
jak tez nie wykonuje na nich operacji w kazdym kroku optymalizacji.
Wykorzystujac wartosci obliczone w poprzednim kroku przetwarza je
w sposob sukcesywny.

e. Za pomoca znanych (mierzalnych) sygnalow wejsciowych i wyjscio-
wych uktadu liniowego oblicza optymalne wartosci niemierzalne (nie-
obserwowalne zmienne stanu).

1 Model matematyczny procesu

Problem obserwatora stanu nalezy zagadnien czesto podejmowanych w teo-
rii uktadéw liniowych. Uktad traktuje sie jak czarna skrzynke (nieznany jest
doktadny opis matematyczny), gdzie znane (mierzone) s tylko sygnaty wyj-
Sciowe na podstawie ktorych estymuje sie stan kontrolowanego obiektu. Jesli
obiekt jest obserwowalny, to stosowanie filtru Kalmana jest uzasadnione, po-
niewaz istnieje wzajemna korelacja pomiedzy stanem wewnetrznym obiektu
regulacji i jego sygnaltem mierzonym na wyjsciu.

Opis uktadu dynamicznego (procesu) dany jest nastepujacym modelem
matematycznym [5]:

T = ASL’k,1 + Buk,1 + Wwg_1 s (11)

Zk:H.Tk+Uk

Réwnanie réznicowe stanu (1.1) opisuje model procesu, bedacy suma
czedci deterministycznej Axy_1 + Bug_1 1 losowej wy_1. Stan aktualny
w k-tym kroku jest zwiazany z poprzednia iteracja zmiennej z, aktualng
wartoscig sterujaca u i zaburzeniem losowym w poprzedniego stanu procesu
uzyskanego w kroku k£ — 1. A jest macierza o wymiarze n X n stanu we-
wnetrznego x € R™ modelowanego procesu, ktora w praktyce moze zaleze¢
od czasu. B jest macierza o wymiarze n X [ wejScia sygnatu sterujacego



u € R, w jest szumem procesu. W réwnaniu réznicowym pomiaru (1.2),
H jest macierza wyjscia o wymiarze m X n, a v jest zaktéceniem sygnatu z
zmierzonego na wyjsciu tego procesu.

T — —00

Rysunek 1.1: Funkcja gestosci prawdopodobienstwa wg rozktadu Gaussa (x
— zmienna losowa, X — ciagly proces losowy).

W praktyce, H moze zmienia¢ sie w czasie (w kazdym kroku czasowym
lub z kazdym pomiarem). Szumy procesu i pomiaru sa okreslone funkcja
prawdopodobienistwa o rozktadzie Gaussa (tzw. rozktadem normalnym, zob.
rysunek 1.1):

p(w) ~N(0,Q), p(v) ~N(O,R). (1.3)

Zapis dany réwnaniami (1.3) oznacza, ze prawdopodobienistwo wystapie-
nia zmiennej w jest dane rozktadem normalnym, 0 jest wartoscig $rednig tego
rozktadu (u = 0), a Q i R oznaczaja macierze wariancji 0%, odpowiednio
szumu procesu i pomiaru. Wariancja z definicji, jest to srednia arytmetyczna
kwadratow réznic poszczegdlnych wartosci cechy od wartosci oczekiwane;j.

Prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze proces znajduje sie aktualnie
w stanie xy, jezeli wezesniej znajdowal sie w stanie x;_1 jest dane rozktadem
normalnym, jak nastepuje:

p(ag|ag—1) ~ N(Azp_1 + Buy_1,Q) . (1.4)

Prawdopodobiefistwo warunkowe tego, ze pomiar (sygnal wyjsciowy zmie-
rzony w k-tym kroku) przyjmuje wartosé z, jezeli aktualnie proces jest w
stanie x; wyraza sie rozktadem normalnym, jak nastepuje:

p(zk|zr) ~ N(Hzg, R). (1.5)
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Nastepnie definiuje si¢ btedy szacowania stanu procesu. W praktyce, rze-
czywiste wartosci wektora stanu x;, nie sg znane, a macierze Q i R moga
zmieniaé sie w kazdej iteracji.

Przyjmuje sie a priori (w zalozeniu teoretycznym, przed obliczeniem da-
nej wartosci obarczonej btedem szacowania), ze btad szacowania (tzw. btad
a priori e, oparty na estymacji stanu procesu przed obserwacja, w zalozeniu
teoretycznym) wynosi

ep =T — Ty (1.6)

gdzie z,, € R" jest estymacja a priori stanu w kroku k, dajaca wiedze o
procesie przed obliczeniem wartosci wektora stanu w tym kroku.

Przyjmuje sie a posteriori (po rzeczywistej obserwacji), ze btad szacowa-
nia (tzw. btad a posteriori e; oparty na estymacji stanu procesu po wyko-
naniu obserwacji) wynosi

€ = T — Z)Aj‘k s (17)

gdzie x € R" jest estymacjg a posteriori stanu w kroku k, uzyskanego juz
na podstawie pomiaru zj.
Oczekiwang wartos¢ wariancji btedu estymacji a priori okresla wzor

_ _ T
P, =Ele, e, |, (1.8)
a oczekiwang warto$¢ wariancji btedu estymacji a posteriori wzor

Przy wyprowadzaniu réwnan filtru Kalmana wychodzi sie od znalezienia
roOwnania obliczajacego estymacje a posteriori stanu 2. Jest to liniowa kom-
binacja pewnej estymacji a priori z, 1 wazonej réznicy pomiedzy aktualnym
pomiarem zj a oczekiwanym pomiarem Hz, , zgodnie z rownaniem

Réznica (zp —HzZ, ) w réwnaniu (1.10) jest nazywana innowacja pomiaru
lub reszta. Reszta oznacza rozbiezno$¢ pomiedzy oczekiwanym pomiarem
Hz, a aktualnym (zaistnialym) pomiarem zj.

Macierz K o wymiarze n X m jest dobranym wzmocnieniem, nazywanym
rowniez czynnikiem zmieszania, ktory minimalizuje wariancje btedu estyma-
cji a posteriori. Minimalizacje mozna przeprowadzi¢ w nastepujacy sposob.
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Podstawia si¢ réwnanie (1.10) do réwnania (1.7), obliczajac ey, ktore
z kolei stosuje sie w réwnaniu (1.9) do obliczenia macierzy Pj. Obliczajac
pochodng $ladu tej macierzy ze wzgledu na K, a nastepnie przyréwnujac
ja do zera oblicza poszukiwang warto$¢ wzmocnienia filtru Kalmana. Kilka
minimalizacji przeprowadzono w pracach [3, 1]. Jedna sposréd nich, ktéra
minimalizuje réwnanie (1.9) ma postac:

_ pP.H'
~ HP_H” + R,

K, (1.11)

Jesli wariancja btedu pomiaru zbiega do zera, to reszta wzmocnienia
K ma coraz wigksze znaczenie. Oznacza to, ze aktualny pomiar z; jest do-
ktadniejszy (coraz bardziej prawdopodobny), a oczekiwany pomiar Hz, jest
szacowany mniej doktadnie:

i Ke =T (112

Jesli wariancja bledu estymacji a priori P, zbiega do zera, to reszta
wzmocnienia K ma coraz mniejsze znaczenie. Oznacza to, ze aktualny po-
miar z; jest bardziej niedoktadny (coraz mniej prawdopodobny), a oczeki-
wany pomiar Hz, jest szacowany bardziej doktadnie:

lim Ky =0.
pt, Ko (1.13)

2 Algorytm dyskretnego filtru Kalmana

Filtr Kalmana estymuje proces (stan wewnetrzny uktadu dynamicznego),
wykorzystujac pewng postaé¢ uktadu sterowania ze sprzezeniem zwrotnym:
filtr estymuje stan procesu w pewnej chwili czasowej, uzyskujac informacje
zwrotng w postaci pomiarow obarczonych szumem. W tej sytuacji, rownania
opisujace filtr Kalmana tworza dwie grupy: (1)réwnania aktualizacji czasu
(predykcja) i (2) réwnania aktualizacji pomiaru (korekcja).

Réwnania aktualizacji czasu (tzw. réwnania predyktora) sa odpowie-
dzialne za obliczenie estymacji a priori (czasami nazywanej rzutowaniem
w przdd) stanu i btedu wariancji na potrzeby obliczen wykonywanych w
kolejnym kroku. Réwnania aktualizacji pomiaru (tzw. réwnania korektora)
realizuja sprzezenie zwrotne, tzn. wprowadzaja nowy pomiar do estymacji
a priori w celu uzyskania poprawionej (skorygowanej) estymacji a posteriori
(schemat na rysunku 2.1).



W kazdej lteracﬂN

Predykcja Korekcja
(1) Oblicz estymacje a priori wektora stanu: (1) Oblicz wzmocnienie Kalmana:
), = Adp_1 + Buy K, =P, H'(HP,H” + R)"!
(2) Oblicz wariancjg biedu a priori: (2) Aktualizuj estymacje a priori wektora stanu
P, — AP, 1A” +Q B
=2, + Ki(Z, — Hzy)

(3) Aktualizuj wariancje¢ btgdu a posteriori:

P, = (I- K,H)P;

Estymacje poczatkowe:

Zp—1, Pr_1.

Rysunek 2.1: Schemat predykeji i korekeji w algorytmie numerycznym fil-
tru Kalmana.

3 Przyklad zastosowania

3.1 3. Pierwszy przyktad zastosowania

Sterowaniu podlega model podwojnego wahadta odwroconego z tarciem tocz-
nym pokazany na rysunku 3.1 [4].

Wywotujac funkcje Matlaba dane na rysunku 3.2 wysterowano potozenie
gornego wahadta do pozycji pionowej. Efekt jest widoczny na rysunku 3.3.

3.2 Drugi przyktad na podstawie opracowania do la-
boratorium

Dany jest obiekt sterowania o transmitancji Laplace’a:
1
G(s) =

s2+1°
Napisz procedure numeryczng w Scilabie, realizujacg algorytm dyskret-
nego filtru Kalmana, obliczajacego estymacje z(t) stanu Z(¢) obiektu stero-
wania danego transmitancja (3.1). Stan wewnetrzny z(t) jest poddany za-
kt6ceniu w(t), natomiast pomiar g(t) na jego wyjsciu, zaktoceniu z(t). Wa-
riancje sygnatu w(t) i Z(¢) sa dane i wynosza odpowiednio Q = [Q1, Q2]" =
[le — 5, 2¢ — 5]T oraz R = [Ry, Ry]T = [le — 2, 0] .

(3.1)
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2,328¢" 5%~ 4,237¢*s +28,37

G(s)=
s) s°+1,495¢°s%- 1,626¢°s - 9,181e°

Rysunek 3.1: Obiekt regulacji i transmitancja operatorowa [4].
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[4,B,C, D] =linmod ('simulink _monocyk' );
[num,den] = ss2tf (4, B,C, D);

G =tf (num,den);

monocyk_ss = ss(G);

k,, = lqry (monocyk_ss,10,1);

[4,B,C, D] = ssdata(monocyk_ss);

monocyk _separacja _ss =ss(A4,[B,B],C,[D,D]));

k _Kalman = kalman (monocyk separacja _ss,1,0.01);
F = lqgreg (ki ans ko );

monocyk _feedback = feedback (monocyk ss,F, 1),
t=0:0.01:10;

[?, _kontrola, t] = step(unicycle _ feedback,t);
plot(t" ,p, kontrola);

Rysunek 3.2: Schemat blokowy uktadu sterowania i kod procedury nume-

rycznej [4]



6 T T
py(t)-10-3

Rysunek 3.3: Odpowiedz obiektu regulacji umieszczonego w uktadzie stero-
wania z estymatorem Kalmana.
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