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Modelowanie matematyczne, badania numeryczne i doświadczalne dynamiki bifurkacyjnej
oscylatora mechanicznego o jednym stopniu swobody poruszającego się po liniowym łożysku
tocznym, z okresowo zmienną i silnie progresywną charakterystyką sztywności. Badanie stabilności
punktów stałych i orbit okresowych w układach parametrycznych. Portrety bifurkacyjne układu.

Plan prezentacji
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• Stanowisko doświadczalne
• Model matematyczny
• Badanie stabilności punktów stałych i orbit okresowych
• Wykresy bifurkacyjne
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Stanowisko doświadczalne
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1 – magnesy neodymowe
2 – uchwyty magnesów
3 – ruchomy blok łożyskowy
4, 14 – uchwyty belki
5 – podatna belka
6 – hamulec ręczny
7 – ruchomy wózek
8, 11 – czujniki Halla
9 – szyna z taśmą magnetyczną
10 – unieruchomiony wózek
12 – szyna
13 – taśma magnetyczna
15 – stały blok łożyskowy
16 – sprzęgło podatne
17 – silnik krokowy
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Model matematyczny Postać wymiarowa równań ruchu

𝑚 ሷ𝑥 + 𝐹𝑅 ሶ𝑥 + 𝐹𝑆 𝑥 + 𝑘 𝑡 𝑥 = 0

siła oporów ruchu w łożyskach:

𝐹𝑅 ሶ𝑥 = 𝑐 ሶ𝑥 + 𝑇
ሶ𝑥

ሶ𝑥2 + 휀2

siła oddziaływania pomiędzy magnesami:

𝐹𝑆 𝑥 = 𝐹𝑀𝑂

1

1 + 𝑑 𝛿 − 𝑥
4 −

1

1 + 𝑑 𝛿 + 𝑥
4

sztywność obracającej się belki:

𝑘 𝑡 =
𝑘𝜉 + 𝑘𝜂

2
+
𝑘𝜉 − 𝑘𝜂

2
cos 2Ω𝑡

(1)
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Bezwymiarowa postać równań ruchu

𝑦′′ + 2휁𝑦′ + 𝜎
𝑦′

𝑦′2 + 𝑒2
+ 𝑓𝑚0

1

1 + 𝐷 1 − 𝑦
4 −

1

1 + 𝐷 1 + 𝑦
4

+
1 + 𝛽

2
1 +

1 − 𝛽

1 + 𝛽
cos 2𝜔𝑡 𝑦 = 0

bezwymiarowy czas: 𝜏 = 𝜔𝑛𝑡

bezwymiarowe przemieszczenie: 𝑦 =
𝑥

𝛿

𝜔𝑛 =
𝑘𝜉

𝑚
, 휁 =

𝑐

2 𝑚𝜔𝑛
, 𝜎 =

𝑇

𝑚𝜔𝑛
2𝛿

, 𝑒 =
휀

𝜔𝑛𝛿
, 𝑓𝑚0 =

𝐹𝑀𝑂

𝑘𝜉𝛿
, 𝐷 = 𝑑𝛿, 𝛽 =

𝑘𝜂

𝑘𝜉

(2)



Po identyfikacji parametrów, uzyskano dobrą zgodność pomiędzy wynikami symulacji 
numerycznych i danymi doświadczalnymi:  
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𝑦′′ + 2휁𝑦′ + 𝜎
𝑦′

𝑦′2 + 𝑒2
+ 𝑓𝑚0

1

1 + 𝐷 1 − 𝑦
4 −

1

1 + 𝐷 1 + 𝑦
4

+
1 + 𝛽

2
1 +

1 − 𝛽

1 + 𝛽
cos 2𝜔𝜏 𝑦 = 0

𝑓𝑚 𝑦

𝛾1 =
8 𝐷𝑓𝑚0

1 + 𝐷 5
, 𝛾3 =

40 𝐷3𝑓𝑚0

1 + 𝐷 7
𝑓𝑚 𝑦 = 𝛾1𝑦 + 𝛾3𝑦

3 +⋯
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𝑦′′ + 2휁𝑦′ + 𝜎
𝑦′

𝑦′2 + 𝑒2
+ 𝑝 + 𝑞cos 2𝜔𝑡 𝑦 + 𝛾3𝑦

3 = 0

𝑝 =
1 + 𝛽

2
+ 𝛾1, 𝑞 =

1 − 𝛽

2

(3)
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Badanie stabilności punktów stałych i orbit okresowych

Zapiszmy układ w następującej postaci

𝐲′ = 𝐟 𝐲, 𝜏

gdzie

𝐲 =
𝑦1
𝑦2

=
𝑦

𝑦′

𝐟 𝐲, 𝜏

=

𝑦2

2휁𝑦2 − 𝜎
𝑦2

𝑦2
2 + 𝑒2

+ 𝑓𝑚0

1

1 + 𝐷 1 − 𝑦1
4 −

1

1 + 𝐷 1 + 𝑦1
4 −

1 + 𝛽

2
1 +

1 − 𝛽

1 + 𝛽
cos 2𝜔𝜏 𝑦1

(4)
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Niech 𝛅𝐲 𝜏 będzie nieskończenie małym zaburzeniem pewnego rozwiązania 𝐲0 𝜏 =
𝑦10 𝜏 𝑦20 𝜏 T układu (4)

𝐲 𝜏 = 𝐲0 𝜏 + 𝛅𝐲 𝜏

Układ liniowych równań różniczkowych o zmiennych współczynnikach

𝛅𝐲′ = 𝐀 𝜏 𝛅𝐲

gdzie

(5)

𝐀 𝜏 = ቤ
𝜕𝐟 𝐲, 𝜏

𝜕𝐲𝑇
𝐲=𝐲0 𝜏

Ograniczając się do rozwiązania trywialnego 𝐲0 = 0 0 T układu (4):

𝐀 𝜏 =

0 1
1

2
𝛽 − 1 cos 2𝜔𝜏 − 𝛽 −

16 𝐷𝑓𝑚0

1 + 𝐷 5 − 1 −
2𝑒휁 + 𝜎

𝑒
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Rozważmy następująca fundamentalną macierz rozwiązań układu (5)

𝚽 𝜏, 𝜏0 = 𝛅𝐲1 𝜏, 𝜏0 𝛅𝐲2 𝜏, 𝜏0

uzyskaną z następującego zagadnienia początkowego

𝚽′ 𝜏,𝜏0 = 𝐀 𝜏 𝚽 𝜏, 𝜏0 , 𝚽 𝜏0, 𝜏0 = 𝐈

Wiadomo, że znajomość fundamentalnej macierzy rozwiązań pozwala uzyskać dowolne inne
rozwiązanie układu liniowego (5)

𝛅𝒚 𝜏 = 𝚽 𝜏, 𝜏0 𝛅𝐲 𝜏0

W tym przypadku mamy do czynienia z układem o współczynnikach okresowych 𝐀 𝜏 = 𝐀 𝜏 + 𝑇 ,
gdzie 𝑇 = Τ𝜋 𝜔. Możemy zatem zdefiniować następującą stałą macierz

𝚽∗ = 𝚽 𝜏0 + 𝑇, 𝜏0
zwaną macierzą monodromii.

Wtedy ewolucja zaburzenia w czasie jednego okresu wymuszenia jest opisana następująco

𝛅𝒚 𝜏0 + 𝑇 = 𝚽∗ 𝛅𝐲 𝜏0
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Po lewej: moduł i argument mnożników Floqueta
(wartości własnych macierzy monodromii), w funkcji
częstości wymuszenia 𝜔, dla różnych wartości tarcia 𝜎

Ścieżka mnożników Floqueta po płaszczyźnie
zespolonej dla 𝜎 = 0
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Wykresy bifurkacyjne
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Porównanie gałęzi rozwiązań okresowych
otrzymanych numerycznie dla równania pełnego (2)
i metodą bilansu harmonicznych dla równania (3)


