
Część 1
Biologiczne zjawiska stochastyczne 
w reologicznych modelach mięśni



Procesy stochastyczne

• [gr. stochastikós ”zdolny do domyślenia się czegoś”], inaczej procesy losowe,
mat. pojęcie teorii prawdopodobieństwa dotyczące ewolucji w czasie układów, które zależą 
od pewnego losowego czynnika (czynników). (PWN)

• Funkcja losowa Y to odwzorowanie liczb rzeczywistych w zbiór zmiennych losowych
Y : t → Y (t) 

W zależności od tego jaką zmienną jest t, funkcję losową nazywamy
• procesem stochastycznym gdy t [0, ∞),
• łańcuchem stochastycznym, gdy t Z,
• polem stochastycznym jeśli t RD.



Procesy stacjonarne i niestacjonarne

Definicja
Proces stochastyczny (bądź szereg losowy) jest stacjonarny w sensie ścisłym, 
gdy zmienne losowe X(t) oraz X(t+ϵ) mają te same rozkłady n-wymiarowe (rozkłady łączne)

f(x1,t1;x2,t2;...;xn,tn)=f(x1,t1+ϵ;x2,t2+ϵ;...;xn,tn+ϵ), dla dowolnych n i ϵ.

Uwagi
1.f(x1,t1)=f(x1,t1+ϵ)
oznacza, że funkcja rozkładu nie zależy od czasu, t.j. f(x1,t1)=f(x1).

Wynika z tego natychmiast, że wartość oczekiwana jest również stałą funkcją czasu
⟨m(t)⟩=m.

2.Równość
f(x1,t1;x2,t2)=f(x1,t1+ϵ;x2,t2+ϵ)
zachodzi tylko wtedy, gdy funkcja rozkładu zależy tylko od różnicy czasu
f(x1,t1;x2,t2)=f(x1,x2,t1−t2).

Oznacza to, że w tym przypadku funkcja korelacyjna też zależy tylko od różnicy czasu
⟨x(t+ϵ)x(t)⟩=R(ϵ).



Proces Wienera (ruchy Browna) 
-> szczególny przypadek procesu Levy’ego

Typowy przykład ruchów Browna:

Proces Levy’ego: przyrosty niezależne, stacjonarny, ciągły wg. prawdopodobieństwa 



Model matematyczny mięśnia szkieletowego

Kw, Kz – sztywność tkanek aktywnych i pasywnych 
Cw, Cz – tłumienie tkanek aktywnych i pasywnych 
mw, mz – masa tkanek aktywnych i pasywnych
xw – przemieszczenie tkanki aktywnej 
xz – przemieszczenie przyczepu mięśnia
Pw – siła generowana przez tkankę aktyną
Fz – siła zewnętrzna

𝑚௪𝑥̈௪ + 𝐶௪𝑥̇௪ + 𝐾௪𝑥௪ − 𝐶௭ 𝑥̇௭ − 𝑥̇௪ − 𝐾௭ 𝑥௭ − 𝑥௪ = 𝑃௪ 𝑡 ,

𝑚௭𝑥̈௭ − 𝐶௭ 𝑥̇௭ − 𝑥̇௪ − 𝐾௭ 𝑥௭ − 𝑥௪ = −𝐹௭(𝑡),

𝐾௝ 𝑡 = 𝑘௝𝑥௝
ଶ + 𝑁 𝑡 + 𝑆 𝑡 , 𝑗 = 𝑤, 𝑧

𝐶௝ 𝑡 = 𝑐௝𝑥̇௝
ଶ + 𝑁 𝑡 , 𝑗 = 𝑤, 𝑧

kj – współczynnik korekcyjny współczynnika sztywności
N(t) – szum zależny od czasu 
S(t) – funkcja sinuso-kształtna 
cj – współczynnik korekcyjny współczynnika tłumienia
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Zjawiska wewnętrzne wpływające na 
generowaną przez mięśnie siłę
• Wielkość i wytrenowanie mięśnia -> siła maksymalna i zdolność jej utrzymania
• Sprawność układu nerwowego -> niższa amplituda zmienności sygnału 

pobudzającego mięsień do skurczu
• Współpraca z antagonistami ->stabilność poziomu wygenerowanej siły 
• Temperatura –> sztywność, tłumienie, zdolność do generowania siły maksymalnej
• Poziom skurczu -> sztywność, tłumienie (?), zwiększenie amplitudy wahań siły
• Zmęczenie mięśni -> sztywność, tłumienie (?), zwiększenie amplitudy wahań siły
• Choroby układu mięśniowo-nerwowego -> zwiększenie amplitudy wahań siły



• Obciążenie zewnętrzne i jego historia -> zmęczenie mięśni
• Zakłócenia zewnętrzne (np. zmiana siły obciążającej)
• Drgania

Zjawiska zewnętrzne wpływające na 
generowaną przez mięśnie siłę



Wyniki symulacji numerycznych 

Fig. 2 Normalised force and displacement
values in time for model tuned to the data: 

Hamilton et al

Fig. 6 Normalised values of force and displacement in time for 
model tuned to the data: Sliffkin et al.



Weryfikacja eksperymentalna
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Weryfikacja eksperymentalna
Nagranie Optitrack przed i po zmęczeniu mięśni cyklem ćwiczeń z obciążeniem submaksymalnym,
Zadanie: wskazywanie punktu przez 30 s



Podsumowanie 

• Aby modele matematyczne dawały wyniki zbliżone do układów 
rzeczywistych należy uwzględniać zmienne warunki pracy/działania 
tych drugich

• Im wicej zmiennych parametrów pracy tym większa potrzeba 
uwzględnienia zjawisk stochastycznych w modelowaniu

• Dla symulacji w krótkim czasie -> procesy stacjonarne
• Dla symulacji w długim czasie -> procesy niestacjonarne



Dziękuję za uwagę


